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Ściskany smukły pręt idealnie prosty może utracić stateczność (znaleźć nową postać równowagi)
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Równanie równowagi momentów wzgl. pkt. przecięcia:

E J𝑦 𝑤" 𝑥 + P 𝑤 𝑥 = 0 

Wyboczenie pręta idealnego



Rozwiązanie ogólne równania różniczkowego jednorodnego:
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Podstawmy: Wtedy:

(Równanie różniczkowe jednorodne)

𝑤 𝑥 = A sin 𝑘𝑥 + B cos𝑘𝑥

Warunki brzegowe:
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A sin 0 + B cos0 = 0 B=0
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Wzór Eulera:

𝑙𝑠= Τ𝑙 𝑛 - długość swobodna (długość półfali)

Obciążenie krytyczne
Interesuje nas zawsze najniższa wartość siły krytycznej ! Postaci utraty stateczności:

Obciążenie krytyczne
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Pręt idealny

Pręt 
rzeczywisty

Pkr

P < Pkr

Równowaga trwała

P = Pkr

Równowaga obojętna

P > Pkr

Równowaga chwiejna

Interpretacja energetyczna siły krytycznej

Wyboczenie pręta rzeczywistego



ls=l ls= 0,7 lls=2l ls=l/2

ls - długość swobodna = długość półfali (intuicja inżynierska!)

ls=l/2 ls=l/3

Typowe przypadki wyboczenia sprężystego



Typowe przypadki wyboczenia sprężystego



P𝑘𝑟= 
𝜋2E J𝑚𝑖𝑛

𝑙𝑠
2

Wzór Eulera:

𝜎𝑘𝑟 =
P𝑘𝑟
𝐴

=
𝜋2E

J𝑚𝑖𝑛
𝐴

𝑙𝑠
2

𝜆𝑦 =
𝑙𝑠_𝑦

J𝑦
𝐴

=
𝑙𝑠_𝑦
𝑖𝑦

smukłości

𝑖𝑦 =
J𝑦
𝐴

Promienie bezwładności
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Naprężenia krytyczne
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Parabola Johnsona

Pręty smukłePręty krępe

Dla materiałów bez wyraźnej granicy plastyczności

Wyboczenie sprężyste

Wyboczenie sprężysto-plastyczne



Dla materiałów bez wyraźnej granicy plastyczności
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Dla materiałów bez wyraźnej granicy plastyczności


